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Timo Leuders

Kooperatives Lernen aus der Sicht des Lernenden heil3t: beim Lernen die Sache und den An-
deren gleichermalien im Blick haben. Dieser soziale Aspekt des ,,gemeinsamen Lernens® ist
einer der Grunde, warum die meisten Schilerinnen und Schiler eine Vorliebe fir Gruppenar-
beit bekunden. Auch aus Sicht des Lehrenden gibt es eine ganze Reihe von guten Griinden flr
die Beriicksichtigung kooperativer Lernformen. Will man die am haufigsten angefiihrten auf
einige knappe Formeln bringen, so kénnten diese etwa so lauten:

Starkere Beteiligung und hohere Aktivitat des Einzelnen

Forderung von Kommunikationsfahigkeiten

Forderung von Kooperationsfahigkeit und Verantwortungsbereitschaft
Hoheres Reflexionsniveau und tieferes Verstehen beim ,,Lernen durch Lehren*
Aktives Aushandeln statt Wissensiibernahme (,,konstruktivistisches Lernen®)

Auf eine einfache Formel gebracht:

Kooperative Lernformen bilden die Grundlage dafiir, dass kognitives Lernen und soziales
Lernen im Unterricht miteinander verbunden werden.

Die eben aufgefiihrten Aspekte verdienen sicherlich eine ausfihrlichere Darlegung. Sie wer-
den an dieser Stelle aber nur kurz angerissen, da sie unabhéngig vom jeweiligen Schulfach
gultig sind. Man findet eine grofRe Zahl von Texten, die allgemein Vorteile und Beispiele ko-
operativen Lernens ausfuhren (z.B. Johnson und Johnson 1989, Dubs 1995, Meyer 1996 oder
die SINUS-Handreichungen Graber und Kleuker 1998).

Es gibt viele Fortbildungsprogramme, die sich dem kooperativen Lernen widmen (z.B. Klip-
pert 1998, Green/Green 2005). Diese sind allerdings nicht abgestellt auf die Besonderheiten
und Bedirfnisse des Faches Mathematik. So einleuchtend die dort vorgebrachten Argumente
und Beispiele sind, so schwierig ist es mitunter, die vorgeschlagenen methodischen Arrange-
ments auf das fachliche Lernen im Mathematikunterricht zu Ubertragen. Das liegt nattrlich
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auch daran, dass die zentralen Aspekte des Mathematiklernens, wie etwa die Prozesse der
Begriffsbildung, die Formen des Kommunizierens und Argumentierens oder der spezifische
Umgang des Faches mit der realen Welt nicht losgelost vom Fach gesehen werden koénnen.
Im Gegenteil: Gerade diese Besonderheiten sind ja der Grund, warum es das jeweilige Fach
Uberhaupt gibt.

Aus diesem Grund hat sich der vorliegende Beitrag den Anspruch gesetzt, Grinde und Bei-
spiele fiir das kooperative Lernen aus der spezifischen Perspektive des Faches Mathematik zu
entwickeln und dabei zahlreiche Anregungen flr das Arrangement kooperativer Lernumge-
bungen, insbesondere fir die Entwicklung und Auswahl geeigneter Aufgaben zu geben.

1. Grinde fur Kooperation und Kommunikation im Mathematikunterricht

Wieso soll auch und gerade das Fach Mathematik sich starker auf die Chancen des kooperati-
ven Lernens einlassen? Neben den fachunabhéngigen Argumenten sollten hier vor allem zwei
fachspezifische Grinde angefiihrt und erldutert werden:

Erster fachlicher Grund: Kooperatives Lernen ist eine tragende Saule eines allgemeinbil-
denden Mathematikunterrichts

Mathematikunterricht kann und darf sich hinsichtlich des Allgemeinbildungs- und Erzie-
hungsauftrags von Schule nicht ausklammern. Wesentliche Aspekte des Bildungsauftrages
von Schule, wie etwa die Vermittlung sozialer Kompetenzen oder die Forderung Kritischen
Reflexionsvermdgens, kdnnen nicht an einzelne Facher delegiert werden. Dass die Mathema-
tik sich hier dennoch zuweilen zurtickhalt, hat wohl vor allem Griinde in ihrem Gegenstands-
bereich: Die Mathematik als Kulturtechnik (vor allem das Rechnen und Uberschlagen) ist
zwar beteiligt an sozialen Prozessen, wird aber eher als Handwerkszeug denn als Kommuni-
kationsmittel verstanden. Die Mathematik als Wissenschaftsdisziplin befasst sich primér mit
mathematischen ldeen, das sind abstrakte geistige Phanomene, die auf den ersten Blick keine
Beziehung zu gesellschaftlichen Phdnomenen zu haben scheinen.

Beide Sichtweisen sind zutiefst einseitig und verkirzend: Als Kulturtechnik ist Mathematik in
hohem Mafe zum Kommunikationsinstrument geworden. Ein betrachtlicher Teil der Informa-
tion, deren Austausch zur gesellschaftlichen Teilhabe notwendig ist, tritt uns in mathemati-
scher Gestalt entgegen: Jeder von uns muss Zahlenangaben, Tabellen und Grafen lesen und
verstehen, Statistiken nicht nur zur Kenntnis nehmen, sondern auch kritisch beurteilen kon-
nen. Als Wissenschaftsdisziplin durchdringt die Mathematik unseren zunehmend technisch
bestimmten Alltag. Ohne Mathematik sind kein Handy und kein Internet denkbar. Ob wir
Online-Banking vertrauen, hangt auch davon ab, wie sehr wir uns auf die Mathematik dahin-
ter verlassen. SchlieBlich missen Laien und Fachleute — in Zukunft vielleicht noch mehr als
heute — bei der Aushandlung gesellschaftlicher Entscheidungen tber die Mathematik und ihre
Rolle in Diskurs treten kdnnen.

Die Konsequenz aus diesen — keineswegs neuen — Erkenntnissen ist: Ein allgemeinbildender
Mathematikunterricht muss diese sozialen Aspekte von Mathematik in seinen Inhalten und in
seiner Gestaltung ernst nehmen. Er ist dabei mindestens ebenso den sozialen Prozessen, der
Eintibung in Kooperation und soziale Verantwortung wie den fachlichen Inhalten verpflichtet.
(Auf diese Zusammenhange hat vor allem Heymann 1996 hingewiesen).
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Als ein Beispiel fur den spezifischen Beitrag, den das Fach Mathematik zum sozialen Lernen
leisten kann, sei hier der konstruktive Umgang mit Unterschieden genannt: mit Meinungsun-
terschieden im Einzelfall und mit Leistungsunterschieden generell.

Meinungsunterschiede lassen sich im Fach Mathematik vermeintlich leicht klaren — richtig
oder falsch ist ja dort angeblich festgelegt (aus Schulersicht manchmal leider eher durch das
Diktum des Lehrers als durch die Méglichkeit zur objektiven Prifung). Doch auch im Ma-
thematikunterricht ist Meinungsvielfalt und sachlicher Diskurs oberstes Prinzip — manche
Aussagen kann man uberprifen, andere hdngen von individuellen Entscheidungen ab. In sol-
chen Situationen muss man zusammenarbeiten kénnen, gemeinsame Entscheidungen treffen
und Unterschiede gelten lassen (hierzu gibt der folgende Teil einige Beispiele).

Leistungsunterschiede zwischen Menschen sind — auch in einem gegliederten Schulsystem
und erst recht in der Gesellschaft — unsere tagliche Erfahrung. In der Schule besteht die Chan-
ce, dass Schulerinnen und Schiiller Wege finden, mit diesen Unterschieden konstruktiv umzu-
gehen. Das bedeutet, dass sie Mitschilern selbstverstandlich bei deren Lernbemihungen hel-
fen (nicht nur um gut dazustehen) und umgekehrt auch, dass sie sich helfen lassen, bzw. aktiv
Hilfe suchen. In Klassen, die behinderte Mitschiler integrieren, sind solche Lerneffekte be-
sonders offenkundig.

Leider hat die aktuelle bildungspolitische Entwicklung dazu gefihrt, dass in den neu erschei-
nenden Standards und zentralen Tests hinsichtlich der Erwartungen an Schilerinnen und
Schiler bewusst auf ,,fachliche und kognitive Kompetenzen* abgehoben wird. Es wird gefor-
dert, dass und Uberprift ob Schilerinnen und Schiller bestimmte Fahigkeiten, Fertigkeiten
und Kenntnisse erfolgreich zur Bewaltigung bestimmter fachlicher und alltaglicher Situatio-
nen einsetzen kénnen. Schwieriger ist aber, zu beschreiben und zu Uberprifen, wie sie dies
auf verantwortungsvolle oder kooperative Weise tun. Insofern sollte man ,,Bildungsstandards*
auch nur als ,,fachliche Leistungsstandards* ansehen, und darauf Wert legen, dass allgemein-
bildende Aspekte des Fachunterrichts, die sich hier nicht wieder finden, nicht in den Hinter-
grund gedrangt werden.

Fachliche, soziale und personale Kompetenzen finden im Mathematikunterricht vor allem
dort zusammen, wo prozessbezogene Kompetenzen im Fokus sind, z.B.:

Kognitive Kompetenz... ... und damit verbundene soziale Haltung
Schilerinnen und Schiiler sollen...

in eigenen Worten und mit Fachbegriffen und dabei konstruktiv mit Dissens und mit
schlussig argumentieren (fremden und eigenen) Fehlern umgehen
Informationen aus mathematischen Darstel- | und dabei die Qualitat und die dahinter lie-
lungen entnehmen genden Absichten der Darstellung kritisch

hinterfragen

die Wirklichkeit mit mathematischen Model- | und dabei mit der Pluralitat und Interessen-

len beschreiben abhangigkeit von Modellen umgehen
inner- und auBermathematische Probleme und sich dabei selbststdndig und der Sache
I0sen angemessen arbeitsteilig organisieren
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Zweiter fachlicher Grund: Kooperatives Lernen spiegelt die Arbeitsweise auch in der wis-
senschaftlichen Disziplin Mathematik wider

Der scheinbar fertige Aufbau des Geb&udes ,,Mathematik*, die unverbrtichliche Festlegung
von wahr und falsch in den mathematischen Lehrbiichern, die Gestalt, in der die Mathematik
dem Erstsemesterstudierenden begegnen, verdecken den Blick auf die Mathematik, wie sie
sich dem aktiv Mathematik Treibenden darstellt. Mathematik entsteht nicht allein im Kopf
und am Schreibtisch einzelner Mathematiker, sondern ist zugleich ein soziales Phanomen:
Mathematische Zusammenhange werden in der Regel nicht einfach nur abgeleitet oder bewie-
sen, sondern haben eine verzweigte Entstehungsgeschichte. Mathematiker stellen aufgrund
von Beispielen, Erfahrungen oder von nicht prazisierbaren Intuitionen Hypothesen auf. ,,Ma-
thematische Begriffe und Denksysteme haben einen theoretischen Charakter. Sie gehen so,
wie sie entstanden sind, nicht zwingend aus der Wirklichkeit hervor; vielmehr handelt es sich
um gedankliche Entwirfe und Konstruktionen, mit denen man die Wirklichkeit deuten, erfor-
schen und gestalten kann.”“ (Hefendehl-Hebeker 2005). Man spricht wegen der sich hierin
offenbarenden Analogie zu den Naturwissenschaften auch vom quasi-empirischen VVorgehen
der Mathematiker. Mathematik zu erfinden, ist also ein Prozess, in dem sich Begriffe und I-
deen in einem Wechselspiel von Vermuten und Uberpriifen weiterentwickeln. Eine wichtige
Rolle spielt dabei die Kommunikation und Kooperation zwischen Menschen. Ob sich ein
Begriff durchsetzt, hangt auch davon ab, ob er in der Kommunitéat der Mathematiker tberzeu-
gen kann. Dieser Prozess ist charakterisiert durch eine zunehmende Prézisierung der mathe-
matischen Begriffe, wodurch die Gefahr von Missverstdndnissen vermindert und die Grund-
lage fur eine soziale Konsensfindung gebildet wird.

Solche Phédnomene des kooperativen mathematischen Erkenntnisgewinns kdnnen und sollen
sich auch in der Organisation des Mathematikunterrichtes widerspiegeln. Schiler erfinden
und entdecken Mathematik auf individuellen Lernwegen (,,Ich habe es so gemacht...”), die
sie dann in Vergleich bringen und gemeinsam weiter erkunden (,,Wie hast du es gemacht?*)
und schlie3lich in einem Prozess der Konsensfindung zusammenfiihren (,,So machen wir es
ab!*). Ein so verstandenes ,,dialogische Lernen* (Gallin/Ruf 1998) basiert auf Kooperation
zwischen Schilerinnen und Schilern - aber auch auf einer kooperativen Grundhaltung der
Lehrkraft, wenn sie schlieSlich Normierungen in den Lernprozess einbringt. Das Ergebnis
solcher Prozesse, also letztlich die mathematischen Begriffe, sind somit — auch in der Schule
— das Produkt sozialer Aushandlungen und nicht etwa zu tGbermittelndes ,,Fertigwissen*.

Zusammenfassend konnte man es so ausdriicken: Mathematische Téatigkeiten — ob nun in der
Wissenschaft oder im Klassenraum — sind in hohem Mal3e Tatigkeiten, die den sozialen Aus-
tausch zur Voraussetzung haben:

e Mathematisches Argumentieren ist ein kommunikativer Akt, bei dem es darum geht
nicht nur sich selbst, sondern vor allem andere zu tiberzeugen.

e Beim Modellieren missen Entscheidungen getroffen und Vereinfachungen gemacht wer-
den, die man erst in der Auseinandersetzung mit unterschiedlichen Ansatzen in ihrer An-
gemessenheit beurteilen kann.

e Kooperatives Problemldsen ist nicht nur wirkungsvoller als individuelles Arbeiten, zu-
séatzlich kann man aus den Strategien anderer lernen und sein Repertoire erweitern.

Es gibt also viele Grunde dafir, im Mathematikunterricht Phasen kooperativen Lernens star-
ker zu beruicksichtigen. Zu den schlechtesten Griinden zahlt wohl das Argument, man msse
die Kinder zwischendurch immer wieder etwas von dem Druck der strengen Mathematik be-
freien, ihnen sozusagen Freilaufphasen geben, in denen das Soziale einmal wichtiger ist als
die Mathematik. Diese Haltung hieRe, die Mathematik als Disziplin reduktionistisch abzuwer-
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ten und die allgemeinbildende Rolle der Mathematik zu verkennen. Die vorstehenden Argu-
mente und mehr noch die nun folgenden Beispiele belegen hingegen, dass im kooperativen
Lernen viele Chancen fir die organische Verbindung von fachlichem und sozialem Lernen
liegen.

2. Kooperatives Lernen im Fach Mathematik gestalten

Kooperatives Lernen ist kein Selbstzweck und auch keine Kompensation fir das ansonsten
drohende Ubergewicht kognitiven Lernens. Vielmehr missen kognitives und soziales Lernen
in kooperativen Lernformen miteinander verschmelzen. Wann und wie fallt man aber die Ent-
scheidung dartber, ob und wie man den Lernprozess im Einzelfall kooperativ anlegt?

Bei der Planung von Unterricht steht (in der Regel) zunéchst ein thematischer roter Faden im
Vordergrund. Das kann ein mathematischer Gegenstand sein, aber auch ein Lernfeld mit star-
kem Alltagsbezug, an dem sich mathematische Gegenstande entfalten (wie etwa in projektar-
tigem Unterricht). An zweiter Stelle Gberlegt eine Lehrperson, welche mathematischen ldeen,
welche Probleme und Fragen an einer bestimmten Stelle gunstig fur die folgenden Lernpro-
zesse wéren. Dabei kann es sein, dass das anstehende Thema besonders geeignet ist, um be-
stimmte mathematische Tatigkeiten, wie etwa das Modellieren oder das Argumentieren, anzu-
regen oder sogar zu reflektieren. (Es ist auch denkbar, dass zuweilen solche mathematischen
Prozesse im Vordergrund stehen und passende inhaltliche Themen erst nachtréglich gewahlt
werden.)

Erst im dritten Schritt werden aus diesen Uberlegungen konkrete Aufgaben und Unterrichtsar-
rangements. Geeignete Aufgaben sind dabei die ,,Steilvorlagen® flir guten Unterricht (s.
Biichter/Leuders 2005), aber noch keine Erfolgsgarantie. Daher missen die Aufgaben und das
methodische Arrangement, in dem Schilerinnen und Schuler diese Aufgaben bearbeiten, als
eng zusammengehorig gedacht und geplant werden. Hier nun ist im Einzelfall zu tberlegen,
welche Rolle kooperative Lernarrangements spielen kdnnen. Dabei achtet man unter anderem
auf die folgenden Aspekte:

e Welche Funktion hat die geplante Unterrichtsphase? Geht es um ein offenes und Vielfalt
erzeugendes Erkunden, um ein absicherndes und vernetzendes Uben oder um das Anwen-
den bestimmter Kompetenzen? VVon dieser Frage hangt ab, welche der vielen denkbaren
kooperativen Arrangements seine Wirkung vermutlich am besten entfalten kann.

e Auf welche mathematischen Prozesse mdchte man einen Schwerpunkt legen? Sollen die
Schilerinnen und Schiler etwa
o offene Situationen erkunden
o Vermutungen finden und Begriindungen suchen
0 Realsituationen mathematisieren oder
0 Begriffe systematisieren?
oder gar Mehreres davon?

e Mit welchen mathematischen Ideen, Begriffe und Inhalten bzw. auf welche hin soll ge-
arbeitet werden? Gibt es fiir die Schilerinnen und Schiller Gelegenheiten, diese Inhalte
oder Begriffe auf verschiedenen Wegen zu erkunden, sie miteinander auszuhandeln?

e Welche Féahigkeiten kooperativen Arbeitens kdnnen bereits vorausgesetzt werden, bzw.
welche Aspekte sollten besonders gefordert werden?
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Bei der Beantwortung dieser Fragen ergibt sich ein Bild, in wie weit und welche kooperativen
Lernformen zum Einsatz kommen kdnnen, welche im Einzelfall geeignet sind und wie sinn-
volle methodische Arrangements aussehen konnen. Allerdings l&sst sich eine solche Ent-
scheidung nicht algorithmisch erzeugen, nach dem Motto: ,,Unter diesen und jenen Bedin-
gungen ist diese und jene Methode sinnvoll“. Zun&chst einmal sind die inhaltliche Gestaltung
einer Aufgabe und die organisatorische Gestaltung in Form einer Unterrichtsmethode nicht
voneinander zu trennen. Zudem ist die Kooperationsfahigkeit von Schilerinnen und Schiilern
Voraussetzung und Ziel des Unterrichts gleichermalien: Wer Kooperation durch methodische
Gestaltung fordern will, muss immer schon davon ausgehen und darauf vertrauen, dass Schi-
lerinnen und Schdiler in bestimmter Weise kooperieren kdnnen.

Diese Verschrankung von Inhalt und Methode und von Voraussetzung und Ziel macht es na-
tdrlich nicht leicht, kooperatives Lernen zu ,,planen. Einfache Rezepte, die unabhéngig von
der jeweiligen Lerngruppe funktionieren, sind nicht angebracht. Dennoch lassen sich einige
prinzipielle Anforderungen als notwendige Bedingungen an kooperative Lernsituationen for-
mulieren:

e Die Kommunikation und Argumentation zwischen Schilerinnen und Schulern ist Be-
standteil von Kooperation und damit VVoraussetzung flr kooperatives Lernen.

e Damit ein solcher Austausch stattfindet, missen die Problemstellungen den Schilerinnen
und Schulern Bewertungs- und Entscheidungsspielrdume lassen, sie mussen also hinrei-
chend offen sein.

Aufgabenstellungen, bei denen es eine einzige Losung gibt und im Wesentlichen auch nur
einen Weg dorthin, sind somit nur wenig fur kooperatives Arbeiten geeignet. Wenn alle Schi-
lerinnen und Schiler im Prinzip dasselbe tun sollen und dabei unterschieden werden in dieje-
nigen, die es richtig machen und diejenigen, die es falsch machen, tritt eine Verarmung der
kognitiven Aktivitat ein: Im Klassenunterricht beteiligen sich nur wenige Schiler, in einer
Gruppenarbeit arbeitet eine einzelne Schiilerin, die anderen warten ab und verfolgen das Ge-
schehen. Dass diese ,,Mitlaufer” aktiv zuhdren und das Gesagte ,,mitvollziehen“ und davon
profitieren, bleibt zumeist Illusion.

Fur die Anregung geistiger Aktivitat bedarf es also einer Losungsvielfalt, eines Problems, das
hinreichend offen ist, so dass es verschiedene Ansétze, Lésungen oder Deutungen gibt.

Es ware allerdings ein Irrtum, zu meinen, eine solche Offenheit liege bei den typischen Prob-
lemen des Faches Mathematik weniger nahe. Es ist kein unumgéngliches Charakteristikum
der Mathematik, sondern ein Defizit in der Qualitat der Aufgabenstellung, wenn Schiler kei-
ne eigenen Wege beschreiten kdnnen.

In diesem Sinne ist also Offenheit die Voraussetzung fur Vielfalt, Vielfalt eine gute Voraus-
setzung fir Kommunikation und Argumentieren, und dies wiederum eine Vorbedingung flr
Kooperation. Dass flr eine gelingende Kooperation auch andere Rahmenbedingungen gege-
ben sein sollten ist weiter oben bereits angesprochen worden.

Neben diesen notwendigen Bedingungen im Lernarrangement gibt es einige Merkmale fir
Lernsituationen, die dem kooperativen Lernen forderlich sind, und die diesen allgemeinen
Teil beschlieRen sollen.
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Merkmale eines Kooperation fordernden Mathematikunterrichts

Schilerinnen und Schuler

kommunizieren direkt miteinander und nicht tber die Lehrperson
stellen ,,echte* Fragen an ihre Mitschiler und an den Lehrer
handeln Ziele und Produkte miteinander aus

prasentieren Ergebnisse ihrer Gruppenarbeit und vertreten diese
hangen positiv voneinander ab

3. Beispiele flr kooperatives Lernen im Fach Mathematik

Im Folgenden werden nun einige geeignete Probleme und Unterrichtsarrangements darge-
stellt, die fir eine kooperative Bearbeitung geeignet sind. An diesen Beispielen werden hilf-
reiche Prinzipien zur Konstruktion eigener Aufgaben erldutert.

(1) Gruppenexplorationen

Der Einstieg in mathematische Themen vollzieht sich oft (iber betont divergente Phasen, in
denen Schilerinnen und Schiiler zunéchst einmal eine Vielfalt individueller Ergebnisse pro-
duzieren und spéater diese Beispiele zusammenfiihren und systematisieren. Beide Phasen, die
divergente und die konvergente, geben Gelegenheiten fiir kooperative Arbeitsformen, wie die
folgenden Beispiele belegen:

Beispiel: Arbeitsteilige Primfaktorzerlegung

Ihr habt beim Aufteilen von Schokoladentafeln festgestellt, dass man Zahlen auf verschiedene
Weise zerlegen kann, z.B.:

18 =63
18=2.9

Nun kann man aber die 9 noch weiter zerlegen: 9 = 3-3. Dazu kann man einen Zahlenbaum
zeichnen, bei dem sich der Stamm in Aste teilt und die Aste noch weiter teilen:

3 3

H,J
H,J

18

N
(o]

Natlrlich kann das manchmal noch weiter gehen. Untersucht alle Zahlen von 1 bis 50 darauf,
welche Bédume aus ihnen wachsen.
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Da es so viele Zahlen sind, konnt Ihr euch die Arbeit teilen: VVorne liegen leere Blatter und
eine Liste mit den Zahlen von 1 bis 50 (zweimal — zu jeder Zahl durfen zwei Teams einen
Baum zeichnen). Entscheidet euch fiir eine Zahl, streicht sie auf der Liste und zeichnet einen
zugehorigen Baum. Wenn ihr den Baum fertig habt, bringt ihn nach vorne und holt euch eine
neue Zahl ab.

Dieses Beispiel ist eine eher schwache Form der Kooperation, denn die Art der Arbeitsteilung
wurde von der Lehrperson im Voraus entschieden und organisiert. Schilerinnen und Schuler
kdnnen nun allerdings noch nach eigenen Wiinschen Zahlen auswéhlen, z.B. solche, die ihnen
besonders einfach oder besonders interessant erscheinen. Wenn schlie8lich alle Zahlenbdume
reihum an den Klassenwanden héngen, erleben sie, dass sie gemeinsam eine umfangreiche
Arbeit erledigt haben, die jeden Einzelnen Uberfordert hétte. Die anschlielende Phase, der
Systematisierung kann dann durch die Lehrperson moderiert werden: Schilerinnen und Schi-
ler erkennen die sich wiederholenden Primfaktoren in den Asten, entdecken aber auch ver-
schiedene Baume zu derselben Wurzelzahl. Deren Endéste enthalten aber immer wieder die-
selben Zahlen nur in verschiedener Anordnung, usw. ...

Aufgaben wie diese kann man immer dann stellen, wenn Schulerinnen und Schler einen um-
fangreichen Bereich mit vielen Beispielen arbeitsteilig erkunden sollen, z.B. eine Vielzahl
von geometrischen Figuren oder eine groRe Zahl von Zufallsexperimenten.

Naturlich gibt es auch Aufgaben, bei denen die Schilerinnen und Schiiler selbst tber die Ar-
beitsteilung entscheiden, wie im folgenden Beispiel:

Beispielaufgabe: Tischanordnung

Sabrina hilft im Restaurant aus. Fir die Touristen muss sie Tische zusammenstellen. Die Ti-
sche im Saal sind alle quadratisch und bieten, einzeln gestellt, auf jeder Seite einem Gast
Platz. Es kommen 19 Gaste.

Entscheidet in Kleingruppen:

Was sollte fur Sabrina bei der Problemlésung
am wichtigsten sein? Worauf sollte sie
besonders achten?

Tragt eure Anforderungen zusammen.
Jede Gruppe sollte sich eine Anforderung
vornehmen.

Dann erarbeitet jede Gruppe eine maglichst gute Sitzordnung. Haltet das Ergebnis und die
Begrundung dafir auf einem kleinen Poster fest und wahlt ein Gruppenmitglied, das das Er-
gebnis spater dem Restaurantchef vortragt.

Hier sind es die Schilerinnen und Schuler, die die Arbeitsteilung — gegebenenfalls moderiert
von der Lehrperson — vornehmen. Ein solches Lernarrangement besteht dann etwa aus einer
ersten Phase, in der die mdglichen unterschiedlichen Ansatze gesammelt und verteilt werden,
einer zweiten der Bearbeitung und einer dritten der Zusammenfihrung. Es eignen sich aller-
dings nur solche Probleme, die so offen sind, dass sie hinreichend viele Ansatze ermdéglichen
und dass die Formulierung der unterschiedlichen Ansdtze noch nicht der Ldsung gleich-
kommt. Im Beispiel kdnnen die Ansatze z.B. lauten:
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e Die Tische sollten méglichst so stehen, dass jeder jeden sehen kann

e Die Tische sollten moglichst so stehen, dass es keine Behinderungen der Géste oder
Kellner gibt

e Essollten mdglichst wenig Tische benétigt werden

e Die Tische sollten moglichst schon angeordnet sein

e Die Tische sollten moglichst wenig Platz einnehmen

Aufgaben, die sich fir ein solches arbeitsteiliges VVorgehen eignen, sind vor allem ergebnisof-
fene Erkundungen* (so genannte ,,open ended problems®, vgl. Becker/Shimada 1997, Blich-
ter/Leuders 2005), wie etwa die folgenden:

e Wie soll man beim Werfen von fiinf Murmeln messen, welche Anordnung am ,,engs-
ten“ zusammen liegt?

e Wie soll man beim Laufwettbewerb die Teamleistung verschiedener Gruppen mitein-
ander vergleichen? Wie soll man entscheiden, wer gewinnt?

e Welche Vermutungen kann man beim mehrmaligen Falten von Papier tber die entste-
henden Winkel beim auseinander gefalteten Blatt aufstellen und wie lassen sie sich
begriinden?

Bei manchen solcher Aufgaben wie etwa beim ersten und zweiten Beispiel handelt es um so
genannte ,,normative Modelle“, also Situationen, in denen konkurrierende mathematische
Bewertungs- oder Entscheidungsmodelle aufgestellt werden kénnen. Solche Situationen for-
dern in besonderem Male den Diskurs zwischen Schulerinnen und Schulern, weil auch sub-
jektive Aspekte in die Konstruktion und die Bewertung eines Modells eingehen.

In der Aufgabe ,, Tischanordnung“ sollen die Schiler in einer ersten Phase mégliche Ansatze
zusammentragen und danach arbeitsteilig bearbeiten. Nattrlich kann man die Schulerinnen
und Schiler in Gruppen auch direkt und mit identischem Auftrag an die Probleme herangehen
lassen. Dann ergibt sich die Ansatz- und Ldsungsvielfalt durch die verschiedenen Wege, die
die Gruppen vermutlich einschlagen. Durch die gemeinsame Reflexion unterschiedlicher An-
satze und die bewusste Aufteilung zu Anfang kann aber eine grofiere Vielfalt erzeugt werden,
es ergeben sich oft noch mehr Gelegenheiten zur Argumentation. Die Lehrperson kann auch
dazu ermuntern, dass sich eine einzelne Gruppe auch mit zunéchst vielleicht abseitig erschei-
nenden Ansdtzen befasst. Eine solche Arbeitsweise ist auch im Berufsleben (blich z.B. bei
Erkundungsphasen von ,,Kreativteams*, die Problemsituationen (eine neue Verpackung, eine
neue Werbung) zundchst mit dem Ziel einer groRen Losungsvielfalt angehen.

(2) Kooperative Begriffsbildungen

Viele mathematische Begriffe entstehen aus der Systematisierung einer zunéchst unsortierten
Fulle von Einzelfallen oder Erfahrungen. Durch das Sammeln und Strukturieren dieser Ein-
zelfalle werden Zusammenhange sichtbar, die zu mathematischen Abstraktionen fiihren.
Diese mathematischen Tétigkeiten - das Sammeln, Strukturieren und Bilden von Begriffen -
sind keineswegs der Erarbeitung im Klassengespréch vorbehalten, sondern eignen sich fir
eine kooperative Bearbeitung in Gruppen.



SINUS-Modul 8: Mit Aufgaben Kommunikation und Kooperation im Mathematikunterricht fordern
Timo Leuders, Stand 15.6.2006

Beispielaufgabe:

ANa

1. Phase (Einzel- oder Partnerarbeit): Spannt am Geobrett méglichst viele verschiedene Vier-
ecke, Ubertrage sie auf Papier und schneide sie aus. Sortiere sie.

2. Phase (Gruppenarbeit): Sortiert die Vierecke in verschiedene Gruppen, gebt den Gruppen
einen Namen und klebt sie auf ein Poster.

3. Phase (Klassengesprach): Legt die Poster aus und sucht nach Gemeinsamkeiten und Unter-
schiede. Einigt euch auf eine gemeinsame Art und Weise, die Vierecke zu ordnen.

Das Prinzip dieser Aufgabe l&sst sich auf viele andere Situationen Ubertragen:

In der 1. Phase sollen Schiler allein oder in Partnerarbeit die der Aufgabe innewohnende
Vielfalt erzeugen. Die Vorsortierung kann dazu beitragen, dass in der spateren Gruppenarbeit
unterschiedliche Vorstellungen aufeinander treffen.

In der 2. Phase findet die eigentliche Kooperation statt: In Kleingruppen muss in die Vielfalt
eine Ordnung gebracht werden. Das Poster als Zielprodukt macht es notwenig, sich auf eine
gemeinsame Gruppierung zu einigen und dazu (auch) mathematisch zu argumentieren.

In der 3. Phase muss jede Gruppe ihr Produkt mit denen der anderen vergleichen und vertre-
ten. Hier kann der Lehrer intervenieren und vorsichtig die Perspektive der angestrebten Beg-
riffsbildung einbringen (sollte aber ggf. auch abweichende oder alternative Begriffsbildungen
zulassen). Die abschlieBende Kooperation im Klassengespréach kann die Lehrperson nutzen,
um kooperatives Verhalten bei einem solchen Einigungsprozess modellhaft darzustellen.

Der hier dargestellte kooperative Begriffsbildungsprozess zeigt, wie Schilerinnen und Schi-
ler in hohem Malle Akteure der Begriffsbildung sein kdnnen, und wie nicht extern vorbe-
stimmte Ergebnisse, sondern die soziale Aushandlung die Ergebnisse bestimmt.

Projektartiges Arbeiten

Ein aktiveres kooperatives Arbeiten stellt sich ein, wenn Schilerinnen und Schiler innerhalb
einer Gruppe Uber Gewichtung und Verteilung verschiedener Ansatze selbst entscheiden mds-
sen. Notwendig hierfur sind Probleme, die hinreichend offen sind fir verschiedene Ansatze
und hinreichend komplex, um Arbeitsteilung gtinstig erscheinen zu lassen. Genau diese Vor-
zlige bringen Formen des projektartigen Arbeitens mit. Ein typisches Charakteristikum flr
eine Projektarbeit ist die Orientierung an einem gemeinsam zu verfertigenden Produkt. Dieses
gemeinsame Produktziel kann der Motor fiir ein kooperatives VVorgehen sein und macht oft
Arbeitsteilung und Abstimmung auf nattrliche Weise notig.
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Beispielaufgabe: Werbung mit Zahlen

1.

Die Firma Braun hat damit geworben, dass ein Mann in 18 Monaten
eine Bartflache rasiert, die einem FuRballfeld entspricht. Die Wer-
bung ist beim Verbraucher gut angekommen. Untersucht die Wer-
bung mathematisch.

2.
Die Firma Braun begriindet ihre Werbung mit folgender Rechnung:

Die GréRe eines Fulbalifelds betrdgt mindestens 90x45 m, wir gehen von 90x50 m aus. Das ent-
spricht einer Flache von 45.000.000 cm?. Die Hautflache im Gesicht, die taglich rasiert werden muss, [
betragt ca. 480 cm?. Diese Flache wird pro Rasur sieben Mal tberstrichen (die Scherfolie berthrt ein
Stick Haut nicht nur einmal), und zwar jeden Tag, 18 Monate lang. Und: Auf der Haut wachsen
durchschnittlich 50 Haare pro ¢cm?, auf dem FuBballrasen sind es nur zwei Grashalme pro cm?,

Die Formel zur Berechnung lautet:

480 cm? Haut

X7 mehrfaches Uberstreichen pro Rasur

x 30 Tage im Monat

X 18 Monate

X 25 Faktor Haare pro cm*Grashalme pro cm?

Summa summarum macht das exakt 45.360.000 cm®

Ihr betreibt nun eine Werbeagentur und wollt fur eine neue Automarke ein ahnliches Werbe-
konzept erstellen, bei dem auch Mathematik verwendet wird.

Die urspringliche Aufgabe — hier als Aufgabenteil 1- sieht ,,nur* die Analyse der Situation
vor (vgl. Laakmann 2005), die Kooperation der Schiler besteht in dem gemeinsamen Verfas-
sen eines Briefes an die werbende Firma. In der hier vorgestellten Variante werden in Aufga-
benteil 2 mit dem Werbekonzept ein eigenes Produkt verlangt und die Zusammenarbeit und
das Argumentieren innerhalb der Gruppe noch weiter gehend gefordert. Das Ziel, mit dem
gemeinsamen Produkt besonders gut dazustehen, kann zu einer positiven, die Kooperation
fordernden Abhdangigkeit in der Gruppe fiihren. So etwas geht besonders gut, wenn das Er-
gebnis nicht nach richtig und falsch zu werten ist, sondern wenn jeder in der Gruppe die Ge-
legenheit hat, zur Qualitat des Produktes beitragen zu kénnen.

Soll bei solchen Aufgaben den Schilerinnen und Schilern noch mehr Gelegenheit zum Ar-
gumentieren gegeben werden und will die Lehrkraft noch starker zuriickstehen, kann man den
Lernenden auch bestimmte Rollen vorschlagen.

Phase 1: (wie oben) Sammeln von Ideen und Festlegung der Arbeitsteilung

Phase 2: (wie oben) Erarbeitung von Lésungen in Gruppen.

Phase 3: In jeder Gruppe werden Lose gezogen: ein Schiler wird zum Ergebnisbewerter, die
anderen werden zu Ergebnisprasentatoren. Dann werden die Gruppen neu zusammenge-
setzt. Die Ergebnisbewerter bleiben am Gruppenplatz, die Ergebnisprasentatoren werden
alle zu verschiedenen Ergebnisberwerten zugelost. Organisatorisch kann man dies mit
einer Art Gruppenpuzzle bewerkstelligen (s. im letzten Abschnitt dieses Beitrags), es
funktioniert aber auch einfacher, wenn die Ergebnispréasentatoren sich einfach selbst-
stdndig darauf einigen, wer zu welchem Gruppentisch geht. (Man muss nicht darauf
dringen, dass jede neue Gruppe genau paritatisch zusammengesetzt ist). Nun mussen die
Ergebnisbewerter sich die verschiedenen Prasentationen anhoren.
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Phase 4: Die Ergebnisbewerter nennen vor der Klasse, welche Ldsung sie am meisten tber-
zeugt hat und begriinden dies.

Wahrend geeignete Fragestellungen flr jingere Schuler vor allem leicht zugénglich sein mus-
sen und die Arbeitsteilung dabei explizit in der Aufgabenstellung nahe gelegt werden kann,
erwartet man von alteren Schilern auch die Bearbeitung komplexerer Probleme, sie werden
z.B. zu ,,Gutachtern®, deren Expertise zu einem dargelegten Sachverhalt angefordert wird.
Dann mussen sie Ergebnisse nicht nur Gberzeugend herleiten, sondern auch noch ebenso U-
berzeugend darstellen oder préasentieren. Solche ,,Gutachteraufgaben“ findet man z.B. unter
den niederlandischen A-lympiade Aufgaben (www.alympiade.de) oder bei Mersch (2005).
Sie sind Anlasse fur kooperative Problemlése- und Modellierungsprozesse:

Beispielaufgabe: Die Firma Siebenkraut hat einen neuen Markt aufgetan: Die Japaner entwi-

ckeln einen HeiRhunger auf deutsches Sauerkraut. Siebenkraut beauftragt eine Uberseespedi-

tion mit der Kalkulation des Sauerkrauttransportes. Das Sauerkraut soll in Weilblechdosen

verpackt auf genormten Europaletten im Container verschifft werden. Der Leiter der Verpa-

ckungsabteilung gibt an, dass er zylinderférmige Dosen in beliebiger GroRe herstellen kann.

Fertigt fUr die Firma ein Gutachten an, aus dem hervorgeht:

» welche Stapelmdglichkeiten fur die Dosen auf der Europaletten es gibt

» welche Dosenformate mdglich sind und wie Verpackungspreis und transportierbare Sau-
erkrautmenge vom Dosenformat abhéngen.

* mit welchem Verpackungsgewicht und -volumen fiir den Containertransport zu rechnen
ist.

EURO PALETTE

=

LS s ’_:,ﬂ
- __,.r‘"ﬁ

(vgl. Leuders 2005a)

(3) Schuler stellen sich gegenseitig Aufgaben

Die Aufgaben, die im Mathematikunterricht gestellt werden, kommen eigentlich viel zu h4u-
fig von der Lehrkraft oder aus dem Schulbuch. Bestenfalls kénnen Schilerinnen und Schuler
geleitet Entdeckungen machen und vorausberechnete Fragen stellen. Viel zu selten l&sst man
sich darauf ein, dass die Lernenden echte Fragen aufwerfen, vielleicht auch solche, deren
Beantwortbarkeit nicht vorab gesichert werden kann. Dabei birgt diese Form der Interaktion
zwischen Lernenden eine Chance fiir ein gemeinsam gestaltetes Lernen. Im Folgenden wer-
den mogliche Unterrichtssituationen dargestellt, in denen Schiilerinnen und Schiiler der Motor
des Unterrichts werden, indem sie sich gegenseitig Fragen stellen.
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Aufgaben selbst stellen in Entdeckungsphasen

Es braucht keinen Mathematiker, um unerwartete Entdeckungen zu machen. Auch Schilerin-
nen und Schiler kdnnen zu mathematisch Forschenden werden, Fragen aufwerfen und ge-
meinsam an deren Lésung arbeiten. Dazu sind besonders solche Probleme geeignet, die sehr
offen sind und viele verschiedene Fragen zulassen (s.0.), wie etwa die folgende

Beispielaufgabe:

Stell dir eigene Aufgaben, bei denen es darum geht, auf welche Weise sich die Figuren
schneiden. Also z.B. wie oft, welche Anzahl oder Form die Schnittgebiete haben usw. Nimm
Kreise, Quadrate, Rechtecke,... wie immer du willst.

Auch in auBermathematischen Situationen kdnnen Schiilerinnen und Schiiler eigene Aufga-
ben erfinden. Besonders geeignet sind dazu solche Situationen, in denen man so genannte
»Fermifragen“ stellen kann (Herget/Jahnke/Kroll 2001, Leuders 2001, Buchter/Leuders
2005):

Beispielaufgabe ,,Schulforschung*

e Welcher Lehrer redet am meisten?

e Wie viele Kilometer Weg legt ein Lehrer im Schul-
gebdude pro Tag zurlick?

e Was ist eigentlich schwerer? Alle Lehrerinnen und
Lehrer der Schule zusammen? Oder alle Schlerin-
nen und Schiler zusammen? Oder alle Schulbiicher
in der Schule? Oder alle Tische und Stiihle?

e Denkt euch eine eigene Frage aus, die ihr erforschen kénnt.

Gerade fir jingere Schilerinnen und Schuler ist es besonders wichtig, dass Sie Modelle und
Beispiele haben, wie sie beim Stellen eigener Aufgaben vorgehen kénnen. Als eine praktikab-
le Form der ,sanften Anleitung“ hat sich dabei das Prinzip der Aufgabenvariation erwiesen
(Schupp 2002, Weth 1999). Schilerinnen und Schiler gehen dabei von einem geldsten Prob-
lem aus und variieren dieses, durch Veréndern, Ersetzen, Hinzufiigen oder Wegnehmen von
einzelnen Teilen der Problemsituation oder der Fragestellung. So wird aus der Aufgabe
»ochneide aus einem Quadrat vier gleiche Kreise mit moglichst groRer Gesamtflache aus.**
z.B. eines der folgenden Probleme: ,,Schneide aus einem Quadrat vier beliebige Kreise mit
moglichst groller Gesamtflache aus.”, ,,Schneide aus einem Rechteck vier gleiche Kreise mit
moglichst grolRer Gesamtflache aus.*, ,,Schneide aus einem Kreis vier gleiche Kreise mit
moglichst grolRer Gesamtflache aus.* usw. Dieses operative Spiel mit errungenen Produkten
ist kennzeichnend fur die Prozesse mathematischen Erkenntnisgewinns. Es kann aber ebenso
in der Schule stattfinden, wenn geeignete Aufgaben und eine unterstiitzende Lernkultur zur
Verfligung stehen.
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Allein das Aufgabenstellen in Entdeckungsphasen fiihrt noch nicht zu kooperativem Lernen.
Dazu bedarf es angemessener methodischer Arrangements. Eines konnte z.B. so aussehen:

1. Phase: Probleme erfinden.

Alle Schilerinnen und Schiler erfinden eigene Probleme. In solchen kreativen Phasen kommt
es vor allem auf Vielfalt und Bewertungsaufschub an. Diese Bedingungen werden unterstiitzt
durch die Organisationsform des stummen Schreibgespréchs (s. z. B.

Gerbode/ Richter/ Schluckebier 2005), bei dem die Schiilerinnen und ey
Schiiler ausschlieBlich schriftlich auf ausliegenden grofReren Zetteln

kommunizieren. Auf den Kopf oder in die Mitte wird die Ausgangssitua-

tion notiert, z.B. eines der beiden hier beschriebenen Beispiele. Die Schu-

lerinnen und Schiler reichen nun diese Zettel durch oder wandern zwi-

schen ihnen hin und her und notieren um die Ausgangssituation herum

bzw. darunter ihre Ideen. Da sie bald immer schon Ideen ihrer Vorgange

auf dem Zettel finden, kdnnen sie sich dabei auch durch diese anregen lassen.

2. Phase: Probleme sammeln und sortieren.

Die gefundenen Aufgaben bzw. Fragestellungen werden abgetrennt und an der Tafel systema-
tisch sortiert. Die gesamte Zahl an Aufgaben ist nun das ,,Forschungsvorhaben®, das die
Schiulerinnen und Schiler in Gruppen arbeitsteilig angehen.

3. Phase: Losungsversuche anstellen, ggf. Probleme ldsen.

4. Phase: Losungen zusammentragen und auswerten

»Was haben wir insgesamt Uiber die Ausgangssituation gelernt? Was hat jede Gruppe beige-
tragen?”

Aufgaben stellen in Ubungsphasen

Die vorstehend beschriebene Weise des Aufgabenstellens kann zu interessanten aber auch
schwer l6sbaren Fragen flhren. Schilerinnen und Schiler kénnen aber auch in einfacheren
Situationen, etwa wenn es um Uben von Fertigkeiten geht, einander Aufgaben stellen. Hier
ein Beispiel, wie eine Aufgabe zum produktiven Uben der Addition um ,Erstellungsauftriage*
(Aufgabenteil g) erweitern werden kann:

Beispielaufgabe:

Bilde Additionsaufgaben. In jedem Ké&stchen soll eine der Ziffern 1,2,3,4,5,6,7,8 oder 9 ste-
hen. Aber Achtung: Du darfst keine Ziffer doppelt verwenden!

a) L+ 11=99 b)123+65=000 ¢)10+01=50

d) 123 + (=912 e) 000 + 000 =999 ) 000 + 000 = 000

g) Schreibt eigene Aufgaben auf und stellt sie euch gegenseitig

Wahrend beim Erstellen von Fragestellungen in Entdeckungsphasen es maglich, ja sogar ge-

winscht ist, dass auch schwierige, nur naherungsweise lésbare oder sogar unlésbare Probleme

entstehen, mochte man in Ubungsphasen moglichst sicherstellen, dass alle Lernenden ihre

Fahigkeiten sichern bzw. vertiefen kénnen. Wenn also in einer solchen Phase Schilerinnen

und Schaler nicht nur vorgegebene Aufgaben bearbeiten sollen, sondern eigene Aufgaben flr

die Gegenseitige Bearbeitung erstellen, sollte man einige Aspekte beachten:

e Essollte den Schilerinnen und Schiilern mdglichst transparent gemacht werden, in wel-
chem Rahmen variiert werden kann bzw. soll.

e Bevor Schiiler ihre Aufgaben weiter geben, sollten sie sie darauf Gberprifen, ob sie l6sbar
sind und ggf: schon zuvor LAsungen selbst erstellen (aber diese zundchst zurtickhalten).

e Im Anschluss an die Bearbeitung sollen Aufgabensteller und Aufgabenléser sich Gber die
gefundenen Losungen austauschen.
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Der besondere Reiz an einem solchen aktiven Erstellen von Ubungsaufgaben liegt nicht nur
auf Seiten des kooperativen Ubens, sondern auch darin, dass das Stellen von Aufgaben Schii-
lerinnen und Schiller zu Reflexionen anregt, die tber das reine Abarbeiten hinausgeht — vor
allem die Reflexion tber Bedingungen der Losbarkeit einer Aufgabe oder (iber deren Schwie-
rigkeitsniveau und die Griinde dafiir (im obigen Problem z.B. ,,Die Aufgabe kann man direkt
rechnen®, ,,Hier muss man probieren®, ,,Hier hat man sehr viele Méglichkeiten®, ,,Hier gibt es
einen Ubertrag®).

Aufgaben stellen und weitergeben nach dem Prinzip ,,Stille Post*

Zu einer einfachen, aber gewitzten methodische Gestaltung von kooperativen Ubungsphasen
regt das Spiel ,,Stille Post” an. Immer dann, wenn eine mathematische Situation verschiedene
Darstellungsformen besitzt, kann man den Wechsel der Darstellung verwenden, um Aufga-
benketten zu konstruieren, z.B. die folgende

1. Zeichne den Graph einer Funktion

2. Zeichne den Graphen der Ableitungsfunktion
3. Zeichne den Graphen einer Stammfunktion
4. Zeichne den Graphen der Ableitungsfunktion
Usw. ...

Jeder Schiiler in einer Reihe erh&lt immer nur einen Zettel. Sobald er den Zettel des Vorgén-
gers bekommt, nimmt er die ,,Ldsung“ des Vorgangers als Ausgangspunkt fir die Bearbei-
tung des eigenen Zettels. Nur diesen gibt er dann an den nachsten Nachbarn weiter.
SchlieBlich findet man sich in Gruppen wieder und tauscht sich (ber die beobachteten Pha-
nomene und Irritationen aus: ,,Welche Fehler wurden gemacht? Warum? Welche Verande-
rungen sind niemandem anzulasten? Warum?“

Eine andere solche Aufgabe kénnte z.B. lauten:

1. Wahle einen Term (z.B. 12x-5=0)

2. Schreibe zu diesem Term eine Aufgabe, die auf den Term fuhrt
3. Stelle zu dieser Aufgabe einen Term auf

4. Schreibe zu diesem Term eine Aufgabe, die auf den Term fihrt.
USW...

Natlrlich kann diese Aufgabe auch schon in friheren Schuljahren durchfiihren, wenn man

beispielsweise zwischen Rechenausdruck (ohne Variablen) und Rechengeschichte wechselt,
oder zwischen Divisionsaufgabe mit Rest und passender Realsituation.
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(4) Experimente

In besonderem Malie regen Experimente zum kooperativen Arbeiten an, vor allem dann,
wenn die Mitarbeit aller Teilnehmer einer Gruppe fur die erfolgreiche Durchfiihrung benétigt
wird. Hier wieder ein Beispiel fiir positive gegenseitige Abh&ngigkeit. Experimente im Ma-
thematikunterricht sind leider nicht allzu h&ufig, obwohl man sie viel 6fter durchfiihren kénn-
te. Ein oft anzutreffender Anlass flir Experimente sind sicherlich stochastische Situationen.
Aber auch eher physikalische Experimente eignen sich zur Verankerung mathematischer Beg-
riffsbildung.

Beispielaufgabe:

Wie brennt eine Kerze mit der Zeit ab. Versuche den VVorgang ma-
thematisch zu erfassen, so dass du bei Kerzen auch ohne sie anzu-
ziinden, Prognosen machen kannst.

(nach U. Brauner)

(5) Spiele

Spiele sind in besonderem Malie geeignet, soziales Lernen mit fachlichem Lernen zu verbin-
den. Die Kernfrage lautet: Auf welche Weise ist das Spielen mit dem Mathematiktreiben ver-
bunden?

Es gibt Ubungsspiele, bei denen das Einiiben mathematischer Fertigkeiten in ein den Schiilern
bekanntes oder auch eigens erfundenes Regelsystem gegossen wurde. Solche Spiele verbin-
den soziales Lernen mit Mathematiklernen auf einer eher oberflachlichen Ebene. Dabei kann
es sein, dass das Spiel nur als unterhaltsame Verpackung dient oder aber dass die Regeln des
Spiels sich als besonders geeignet fir den angestrebten Lerneffekt erweisen. Das Memo-
ryspiel mit Rechenaufgaben und Ldsungen auf den Karten zahlt wohl zur ersten Sorte. Wenn
jedoch geometrische Formen und entsprechende Gegenstande der Umwelt abgebildet sind,
wird entsprechend der Memoryregeln das Erfassen und Assoziieren von konkreten und abs-
trakten Formen gedibt.

Ein weiteres Beispiel fur ein Spiel, das der populdren Spielwelt abgeschaut ist, aber mehr ist
als nur geféllige Verpackung fur eine mathematische Tétigkeit ist wohl dieses:

Beispielaufgabe: Stadt, Land, Fluss — einmal anders...

Jeder bendtigt eine solche Tabelle im Heft. Die folgende Zeile mit Wortern, die alle mit A
beginnen, ist nur ein Beispiel.

Dinge, die etwa Dinge, die etwa Dinge, die etwa | Dinge, die etwa

Buchstabe | ;. > groR sind 10cm groR sind 1m groR sind 10m groR sind

Der oder die erste in der Runde geht im Kopf das Alphabet durch, der zweite ruft ,,Stopp* und
mit dem Buchstaben, bei dem stehen geblieben wurde, wird die Runde gespielt. Jeder muss
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nun fur jede Spalte ein Ding mit diesem Anfangsbuchstaben finden. Wer zuerst fertig ist ruft
»otopp®, dann wird gezéhlt: Fur jedes gefundene Wort gibt es

e einen Punkt, wenn mehrere Mitspieler darauf gekommen sind und

e zwei Punkte, wenn nur einer das Wort gefunden hat.

Wenn ihr euch nicht einig seid, ob ein Wort gelten soll, kénnt ihr abstimmen. Thr kénnt die
Tabelle auch erweitern oder nach anderen Dingen suchen, z.B. Dinge, die etwa 10kg schwer
sind.

Der besondere Reiz liegt darin, dass Schulerinnen und Schiler hier bestdndig Uber die Zul&s-
sigkeit einer Losung diskutieren missen und dabei in jedem Fall wieder gezwungen sind, ei-
nen Konsens zu finden, um weiter spielen zu kdnnen. Das Spiel bt also nicht nur GréRenvor-
stellungen sondern stellt eine starke Herausforderung an die Toleranz und Verstandigung in
einer Spielgruppe dar.

Mit einem ganz anderen Typ von Spielen hat man es bei dem folgenden Beispiel zu tun (nach
SINUS 2006, &hnliche Ansatze aus der Stochastik findet man z.B. bei Buchter 2005, Leuders
2005b)

Beispielaufgabe: Differenz trifft

Spieler: 2 bis 4

Alter: ab Klasse 7

Bendtigt werden: 2 Wiirfel, ein Spielblatt
flr jeden Spieler, 18 Chips pro Spieler
Spielanleitung: Jeder Spieler verteilt seine 18 Chips auf die
Spalten nach seiner Wahl. Es wird reihum jeweils mit 2 Wiirfeln
gewdrfelt. Der jungste Spieler beginnt. Das Ergebnis eines Wurfes
ist die Differenz der Augenzahlen. Wenn die Differenz z.B. 3
betréagt, so wird ein Chip aus der Spalte ,,3“ entfernt. Befindet sich
dort kein Chip, dann hat man Pech. Gewonnen hat, wer zuerst alle 7
Chips abgerdumt hat.

Spielblatt

0[1]2]3]4]5

Phase 1: (in einer Gruppe) Spielt das Spiel einige Male hintereinander.

Phase 2: (in der Gruppe) Lé&sst sich erkennen, wer am ehesten die meisten Chips abrdumen
kann? Habt ihr eine Vermutung, wie man am besten spielen sollte? Uberpriift eure Vermu-
tung, z.B. durch die systematische Untersuchung einiger Spiele. Diskutiert in der Gruppe,
welche Spielstrategie euch am gunstigsten erscheint.

Phase 3: (zwischen Gruppen) Tretet mit eurer Strategie gegen andere Gruppen an.

Phase 4. (in der Klasse) Stellt euer Gruppenergebnis gemeinsam der ganzen Klasse vor.

Was dieses Spiel von den vorherigen Beispielen unterscheidet, ist die Tatsache, dass hier die
Regeln und die daraus resultierenden GesetzmaRigkeiten des Spiels zu mathematischen Un-
tersuchungen Anlass geben. Noch dazu wird die Untersuchung der Regeln nicht allein von
auflen auferlegt, sondern kann auf natiirliche Weise aus dem Wunsch entstehen, bei dem Spiel
gewinnen zu wollen. Dieses Arrangement lasst sich bei vielen strategischen Konkurrenzspie-
len anwenden. Aus der Konkurrenz zwischen den Mannschaften entsteht eine Kooperation
innerhalb der Teams.
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Phase 1: (in der Gruppe) Spielerisches Ausprobieren

Phase 2: (in der Gruppe) Erforschen des Spiels: Zu welchen Ergebnissen fuhren die Regeln?
Wie sieht eine optimale Gewinnstrategie aus?

Phase 3: (zwischen Gruppen) Ausprobieren der Gewinnstrategie. Kiren der ,,empirisch* bes-
ten Strategie

Phase 4: (in der Klasse oder im Gruppenpuzzle, s.u.) Reflexion der Strategien, Systematisie-
ren der Erkenntnisse

(6) Schuler als Lehrer

Zu den Arbeitsformen mit hoher Schileraktivitat und geringer Lehrerlenkung, die sich immer
groRerer Beliebtheit erfreuen, gehort das so genannte Gruppenpuzzle (Frey/Frey-Elling 1999
und ,,The jigsaw classroom* von ARONSON 1978). Ein erfolgreiches Gruppenpuzzle legt ein
hohes Mal} der Verantwortung fiir den eigenen Lernprozess und den der anderen in die Hande
der Schilerinnen und Schuler. Da das Gruppenpuzzle eine relativ komplexe Organisations-
form ist, soll zunéchst ein Beispiel diese illustrieren (vgl. Leuders 2001 — ,,Ein Gruppenpuzzle
aus Schlersicht®)

Phase 0 — Organisation und Erlauterungen von Ablauf und Zeitplanung

Der Umfang dieser Einfuhrungsphase hangt von den Vorerfahrungen der Schiler mit dieser
Methode ab. Die Informationen, die u. a. verbindliche Angaben zum Zeitrahmen enthalten
sollten, kdnnen auch schriftlich gegeben werden. Jeder Schiiler erhélt fur die Gruppenzuord-
nung ein ,Puzzleteil* von 1-A bis 4-E.

Phase 1 — Individuelles Lernen

Die Tétigkeiten in dieser Phase hangen stark von der Funktion des
Gruppenpuzzles ab:

e In Gruppenpuzzles, bei denen die Schiler Wissen erwerben sol-
len, mussen sie erst Informationen aufnehmen und verarbeiten. Es
braucht also eine Phase konzentrierten individuellen Lernens — dies kann auch in der
Hausaufgabe geschehen.

e In Gruppenpuzzles, in denen Schiler bei der Einfuhrung in ein neues Thema hauptsach-
lich vorhandene Vorerfahrungen aktivieren (z.B. aus dem Alltag) sollen, kann diese
Phase sich darauf reduzieren, dass jeder seine Erfahrungen zuerst stichpunktartig zusam-
mentragt, um sie in der ersten Gruppenbegegnung einzubringen.

e In Gruppenpuzzles, bei denen es um das Wiederholen und Aufarbeiten vorhandener
Kenntnisse geht, kann vor der Phase 0 von allen Schiilern ein Test durchgefiihrt und aus-
gewertet werden. Aus den aufgedeckten Wissensliicken ergeben sich dann erst die Puzzle-
themen (z.B. quadratische Gleichungen I6sen, Exponentialgleichungen I6sen, Graphen zu
Parabeln lesen und zeichnen, Graphen zu Exponentialfunktionen lesen und zeichnen), die
in der Phase 1 dann zun&chst individuell aufgearbeitet werden kénnen.

Das vom Lehrer bereitgestellte Material fur diese Phase kann enthalten:

e Eine Anleitung, die vorweg die Lernziele beschreibt

e Arbeitsmaterial (Beispielaufgaben, Texte, Zeichnungen...)

e Kontrollfragen/aufgaben (zur Selbstkontrolle, inwieweit Lernziele der Phase erreicht sind,
oder was in der Gruppenphase noch aufgearbeitet werden muss)
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Phase 2 — Expertentraining

Nun setzen sich alle Schulerinnen und Schiler in Gruppen mit gleichem

Thema, also gleicher Nummer zusammen. Ziel der Phase ist es, in der

Gruppe

e ein (gemeinsames) Verstandnis des Themas herzustellen, indem Schi-
lerinnen im Dialog besondere Schwierigkeiten und ergénzende Per-
spektiven zusammentragen und Unklarheiten (durch gegenseitiges Er-
klaren) beseitigen

e das Thema fir die ndchste Phase so aufzubreiten, dass die Mitschuler
etwas davon haben, die wichtigsten Aspekte herausstellen, evtl. er-
kannte Hirden schneller Gberspringen

e die Vorgehensweise bei der Vermittlung zu planen, also z.B. zu entscheiden, wie die In-
halte den Mitschilern vermittelt werden (Vortrag, Grafik, Text) oder ob es fiir die Mit-
schiiler eine Ubungs- oder Testphase geben soll.

Das vom Lehrer bereitgestellte Material fir diese Phase kann schriftliche Hilfestellungen zur
Vorgehensweise, insbesondere zur Zeitplanung, enthalten, z.B.: ,Fasst das Wesentliche zu
Anfang zusammen: Worum geht’s? Macht eine Zeichnung. Sollen die Zuhdrer mitschreiben?
Wollt ihr Rickfragen zulassen oder erst am Ende beantworten? Denkt euch Kontrollfragen
aus, um festzustellen, ob die anderen eure Erklarungen wirklich verstanden haben.*

Phase 3 — Unterrichtsrunde
Die Gruppen werden neu zusammengestellt. Jetzt treffen sich alle Schler, 1 \
die denselben Buchstaben haben. In jeder Gruppe befindet sich nun zu je- HiRitodt
dem Thema ein Experte bzw. eine Expertin. Reihum erhalt jeder dieselbe
Zeit, um auf der Grundlage der Uberlegungen seiner Expertenrunde alle
anderen (ber sein Wissensgebiet zu informieren.

Phase 4 — Plenum

Hier gibt es viele Moglichkeiten, die Arbeit zu beschliel3en:

» Eine Mandverkritik aller Beteiligten empfiehlt sich besonders dann, wenn die Methode
fiir den Lehrer und/oder die Schiler noch neu ist. So geraten weitere Puzzleversuche er-
freulicher und ergebnisreicher.

» Eine Ergebnistberprifung im Klassenverband kann stichpunktartig durch miindliche
Kontrollfragen geschehen.

= Etwas verbindlicher ist eine (im Voraus angekiindigte) individuelle schriftliche Uber-
prifung. Dadurch wird die Arbeitsform tatsachlich zum ,,Ernstfall Lernen®.

Einer solchen Organisationsform spricht man die folgenden Vorziige zu:

e Schulerinnen und Schiiler werden in aktiver Auseinandersetzung mit einem Thema zu
Experten und Gibernehmen gegenuber den Mitschilern die Lehrerrolle, sie ,,Lernen durch
Lehren®

e Das Ergebnis der ersten Gruppenphase muss vom Einzelnen individuell (und ohne Riick-
halt bei starkeren Mitschilern) in die zweite Phase weiter getragen werden, daher besteht
eine hohere individuelle Mitverantwortung fiir das Gruppenergebnis

e Diese Verantwortung befordert auch eine hohere Schuleraktivierung in der Gruppe als bei
unstrukturierter Gruppenarbeit, bei der einzelne Schiler sich leichter hinter andere zu-
rickziehen koénnen.
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Eine Voraussetzung fur die Durchfuhrung eines Gruppenpuzzles ist, dass das Thema in Teil-
themen mit ahnlichen Anforderungen aufgeteilt werden kann, ohne dass sich die Ergebnis-
se der Expertengruppenarbeit zu sehr tiberschneiden. Hierarchische aufgebaute Themen eig-
nen sich weniger. Die Themen missen von Schiilern selbststandig erarbeitet und weitergege-
ben werden konnen. Obwohl es grundsétzlich richtig ist, Schilern etwas zuzutrauen, muss
man die Eignung von Problemen jeweils sorgsam abwagen.

Es wird oft betont, dass das Gruppenpuzzle eher zur Erarbeitung von Faktenwissen als fiir
entdeckendes Lernen geeignet ist. Das hiel3e jedoch das Gruppenpuzzle zu Lernrunden zu
degradieren. Auch das Problemlésen oder das Entwickeln von Begriffen kann man in Form
von Gruppenpuzzlen gestalten:

e Jede Expertengruppe bearbeitet und I6st ein ahnliches mathematisches Problem und
stellt den anderen in der Unterrichtsrunde das Problem und die Problemldsung vor. Bei-
spiele fir solche Probleme kdnnten sein: die Modellierung und Optimierung von Handyta-
rifen, die Entwicklung eines Verfahrens zur Bestimmung des Abstandes zwischen ver-
schiedenen ebenen mathematischen Figuren, die Bestimmung von unbekannten GroRen in
einem Dreieck usw. Dann 16st zwar jeder nur ein Problem und rezipiert zwei bis vier an-
dere. Wenn die Probleme jedoch verwandt sind, so hat jeder aufgrund der eigenen Erfah-
rungen die Moglichkeit, die gelosten Beispiele zu verstehen und mit dem eigenen zu ver-
gleichen. Im nachfolgenden Klassunterricht findet dann ein systematischer Methodenver-
gleich oder eine Feststellung der Reichweite der eingesetzten Methode statt.

e Jede Expertengruppe bearbeitet einen anderen mathematischen Begriff oder ein ma-
thematisches Verfahren, lernt ihn bzw. es kennen und findet Beispiele und Anwendun-
gen. Beispiele fir solche Begriffe oder Verfahren konnten sein: Zahlen in unterschiedli-
cher Darstellung, Einteilung von Funktionen in Gruppen anhand ihres graphischen Ver-
laufes usw. In der Unterrichtsrunde treffen diese Begriffe und Verfahren dann aufeinander
und konnen verglichen werden. Damit hat der Lehrer, bevor er im Klassenverband, die
Ergebnisse zusammenfiuhrt und systematisiert, bereits die Phase des Erfahrungsaustau-
sches und einen Teil der Strukturierungsarbeit an die Schiler abgegeben.

o Jede Expertengruppe findet zu verschiedenen (verwandten) Realsituationen ein ma-
thematisches Modell, und bearbeitet damit die Situation. Die Situationen sollten dann mit
ahnlichen oder zumindest vergleichbaren Modellen zu bearbeiten sein.

In den bisherigen Beispielen bekamen die Expertengruppen unterschiedliche Auftréage, diese
wurden sorgfaltig durch den Lehrer ausgewéhlt und in Schwierigkeit und Gehalt mdglichst
gleich bzw. sogar der jeweiligen Gruppe angemessen gewichtet. Dies ist besonders hilfreich,
wenn man die Gegenuberstellung verschiedener Verfahren im Unterricht explizit ansteuern
mdochte.

Es ist aber auch mdglich, zielgleiche Auftrage zu erteilen, wenn die Probleme bzw. Situatio-
nen hinreichend offen sind, so dass es in der Arbeit der Expertengruppen zwangslaufig zu
Divergenzen kommt. Fir diese zielgleiche Arbeit eignen sich besonders Fermi-Aufgaben und
ergebnisoffene Aufgabenstellungen

In jedem Fall dirfen die Aufgaben (die Probleme, die Modellierungssituationen, die Begriffe)
flr die einzelnen Gruppen nicht zu anspruchsvoll sein. Von den in einem anspruchsvoll ge-
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fihrten Klassengespréach erreichbaren kognitiven Leistungen muss man um Einiges abriicken
und zugéngliche und selbststandig erarbeitbare Auftrage stellen. Zu erarbeitende mathemati-
sche Begriffe sollen direkt auf der Anschauung fuBen (ungeeignet ist z.B. der schillernde Ste-
tigkeitsbegriff), mathematische Probleme sollten auch mit elementaren Mitteln zumindest
teilweise zu bearbeiten sein (z.B. durch Probieren oder durch Untersuchung von Beispielen).
Es sind also Aufgabenstellungen von hohem Differenzierungsvermdégen gefragt. Die Schuler
mussen mehrheitlich unbedingt in der Lage sein, die Themen selbststandig zu erarbeiten, da
sich sonst Frustration breit macht. Dazu gehort auch eine transparente Formulierung von
Lernzielen und Kontrollfragen, die den Schillern die Selbstkontrolle ihrer Lernprozesse er-
mdoglicht. Die erhéhte Vorbereitungszeit lasst sich damit rechtfertigen, dass gute Materialien
immer wieder verwendbar sind.

Sicherlich gibt es viele organisatorische Fragen zu kléren: Wie gestaltet man ein Gruppen-
puzzle mit 30, 27 oder 29 Schiilern? Missen es immer 4 Themen sein? Wie passen die ein-
zelnen Phasen sinnvoll in das 45-Minuten Schema? Wie werden die Gruppen zusammenge-
setzt? (Freie Wahl oder Losentscheid?) Ab welchem Alter ist die Methode geeignet? All diese
Fragen lassen sich mit etwas Fantasie und im konkreten Einzelfall klaren.

Auch Gruppenpuzzlen will gelernt sein. Alle Beteiligten — Lehrer wie Schiler —-missen Er-
fahrungen sammeln, Eindriicke zuriickmelden und das Verfahren kontinuierlich entwickeln
kdénnen. Man muss sich immer bewusst dartiber bleiben, dass das Gruppenpuzzle auch nur
eine Methode von vielen ist und nicht Gberstrapaziert werden darf.
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